MA2115 Clase 15: Soluciones de sistemas homogéneos de
ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes

Elaborado por los profesores
Edgar Cabello y Marcos Gonzalez

1 Valores propios y vectores propios

Ky
- Le o fEA ) = -
Supongamos que ¥ = . et = Ke™ es un vector solucién de @ = AT, entonces
K,
d (= At - AL 7 7%
= (Re¥) = AReM = AR = AR

= M(=AK = AK - MK =0= (A-\M)K =0,
lo cual es equivalente a

aann 3 07

(a1 — NK; + a12 K =R
R Iy a2nKn:Oa

aos K4 + (a2 — N K>

an1 Ky + an2 Ko +---+ (a1, —NK, =0.

Recordemos que, para que exista una solucion no trivial de un sistema homogéneo, el determinante
debe ser igual a cero:

det(A — AI) =0. (1)
Los valores de A que satisfacen la ecuacién (1) son llamados valores propios o autovalores. Un vector

solucién K correspondiente a un valor A es llamado wvector propio o autovector. La ecuacion (1) es
llamada ecuacion caracteristica de A.

Teorema 1 Sean i, \o, ..., N\, valores propios distintos de la matriz A de los coeficientes del sis-
tema ¥ = AX y sean Ky, K, ..., K, los correspondientes vectores propios. Entonces, la solucion
general de ¥ = AT estd dada por

T =1 KieMt 4 o Ko™ + -+ 4 ¢, K et

Ejemplo 1 Resolver ¥ = AZ, donde A = ( _02 Zl% )
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Solucion: La ecuacion caracteristica de A esta dada por

|0 1 (VIR B S U B o f
0—’(_2 3)—A<0 1)‘—‘_2 3_)\’—/\ BA+2=(A-2)(A—1),

es decir, (A —2)(A —1) =0, de donde A =1 o A = 2. En otras palabras, los valores propios de A
son /\1 = 1, /\2 = 2.
Veamos ahora cuales son los vectores propios asociados a cada valor propio. Para A\ = 1, el

satisface
Y1

amani=o= (2, 5 ) ()= ()= (2 2) (5)-(0):

Resolviendo este tltimo sistema de ecuaciones, obtenemos que x; = y;, de donde

- (2)-(2)=(1)n

) satisface

vector propio K 1= ( 1

Anélogamente, para Ay = 2, el vector propio Ky, = ( zz
2

= —)\2 1 To v 0 -2 1 ) F 0
a-wf—o= (7550, ) () =(0) = (2 1) () -(8)
Resolviendo este tltimo sistema de ecuaciones, obtenemos que 2x5 = y5, de donde
> i) h i) i 1
R () =(52) = (2) =

En suma, tenemos las soluciones del sistema ¥’ = AZ estan generadas por las soluciones partic-

ulares
S 1 - 1
xl——(1>et; $2—_<2)62t;

es decir, la solucién general del sistema es

. . . cret + cope?t
T = C1T1 + CoTo = .

cret + 2cqe?t

Ejemplo 2 Resolver el problema de valores iniciales

1 1 4 1
=102 0 |% Z0)=]| 3
1 11 0
Solucién: Caélculo de los autovalores:
1—A 1 4
O=det(A-A)=| 0 2-X 0 |=-XNHN-A6=-+1)A-2)(A\-3)=A=-1,263.
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x
Calculo de los autovectores: Si A = —1, un autovector | o satisface
x3
0
0
0

21 4 T
0 30 ry | =
1 1 2 T3
Resolviendo este sistema obtenemos que x5 = 0 y x; = —2x3, de donde
T —21’3 —2
9 = 0 = 0 xIs3.
T3 T3 1
x
Si A = 2, un autovector | o | satisface
Z3
-1 1 4 x1 0
0 0 0 za | =10
1 1 -1 T3 0
. . 3
Resolviendo este sistema obtenemos que xy = —5373 y X1 = 5963, de donde
5
X 23'1:3 5 T3
) = —§ZE3 = —3 —-
2
T3 T3 2
X1
Si A = 3, un autovector | xo | satisface
Z3
-2 1 4 1 0
0 -1 0 x| =10
1 1 -2 T3 0

Ty 2(133 2
i) = 0 = 0 XT3
T3 XT3 1

-2 ) 2
0 e—t7 _3 €2t7 0 €3t7
1 2 1



forman un sistema fundamental de soluciones para la ecuaciéon ¥ = AZ y, en consecuencia, la
solucion general esta dada por

-2 5 2
Z=c 0 Jlet+e| =3 |+ 0 |
1 2 1
1
Usando ahora la condicién inicial Z(0) = | 3 | obtenemos
0
1 -2 5 2
3 =C 0 + C2 -3 + c3 0 s
0 1 2 1
. [ . 1 5
y resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos finalmente que ¢; = —5 02 = —1yc = 3 En
suma, la solucién del problema a valores iniciales esta dada por
1 —5 5
F=| 0 |et+ [ 3 |+ | 0 |e*
1 -9 5
2 2

Por ltimo, verificamos que las soluciones son linealmente independientes:

et —he2t  pedt
W (&1, 2y, 73) = 0 3e2t 0 |=—15e% #£0.
_%e*t —9p2t 36315

2 Valores Propios Repetidos

Si (A — u)™ es un factor repetido de la ecuacién caracteristica, se dice que p es un valor de multi-
plicadad m. Distinguimos dos posibilidades:

i) dimV,, = m, es decir, V, tiene una base de m elementos Ky, Ks,...,K,,. En este caso, las

soluciones asociadas al autovalor p estdn dadas por, K e/, para cada 1 < j < m. Observemos
que se comprota igual que en el caso de autovalores distintos.

ii) dimV,, < m, es decir, al valor propio p de multiplicidad m le corresponden solamente r < m
vectores propios. Entonces es posible encontrar las m soluciones linealmente independientes
asociadas a este autovalor como sigue: tenemos r soluciones X Tyoos ,Xr, dadas por la férmula
K sett, para cada 1 < j <,y las m — r soluciones restantes son de la forma

—

X1 = Kite' + Kpge

—

Xr+2 = K21 Ee“t + KQQte“t —+ Kzge’ut

tm—'r—l

tm—?‘

= - . _ . _ . _ "
X = Ky 'eli + Km—r,2 e 4+ Km—r,m—rteu + Km—r,m—r-{—leu )

r,1 (m — ’l“)
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donde los K;; son vectores columna (al principio desconocidos), y siempre es posible calcular
los vectores incognitas K;, substituyendo las soluciones X, ; en la ecuacién diferencial X' =
AX.

Ejemplo 3 Encuentre la solucion general del sistema de ecuaciones diferenciales siguiente:

¥ = —3x+z,
y = —3y+z
Z = =3z

Solucién: El sistema se puede escribir con notacion matricial en la formas:

T -3 0 1 x
y | = 0 -3 1 Y
2! 0 0 =3 z
-3 0 1
Hallemos los autovalores de la matriz A = 0 -3 1 . El polinomio caracteristico de A
0O 0 -3
esta dado por:
—-3-A 0 1
pa(\) = det(A — \I) = 0 —3-A 1 =(=3-2)°%=-(A+3)3
0 0 —-3-A
Asi, el inico autovalor de A es A = —3, con multiplicidad 3.
a
Ahora hallamos los autovectores de A= —3. Siv= | b | € V_3, entonces
c
00 1 a 0
(A-=XM)i=0 < (A+3[)=0 < | 0 0 1 b ]=10] < c=0,
0 00 0
a 1 0 1 0
dedondev=| b | =a| O |+b| 1 | ¥y en consecuencia, V_3 = gen 01,1 . De
0 0 0 0
1 0
esta forma obtenemos dos soluciones X; =e 3 | 0 | y Xo =e3 [ 1 |. Para hallar la solucién
0 0

que falta, debemos encontrar un vector K tal que (A 4 31)> K = 0, pero (A + 31) K # 0 (es natural
exigir que K no sea un autovector). Para esto, observemos que P = (A + 3I)K es un autovector
(ya que (A+3I)P = (A+ 3I)?K = 0), con lo cual existen a,b € R, ambos distintos de cero, tales

a ks
que P= [ b |. Entonces, si K = | ky |, el sistema no-homogeneo P = (A+31 )l? viene a ser
0 ks

kgz&
k3:7

S



ki

con lo cual a = b # 0 (para que el sistema sea compatible), y K=/ ky |. Porlo tanto, eligiendo
a
0 1
kit=kys=0ya=1,tenemosque K = 0 | yP=1| 1 |. Ahora tenemos
1 0
X, = (K T (AT 3I)Kt> et = <f? + ﬁt) e = ¢ |
1

Por lo tanto, la soluciéon general del sistema esta dada por

1 0 t ¢+ c3t
X=cXi+euXot+esXs=cre 3| 0 | +ee™| 1 | +eze| ¢t —e 3| g+ st
0 0 1 C3

3 Valores propios complejos

Si A es una matriz n X n con coeficientes reales y u es un autovalor complejo no real de A, entonces
w'y i son dos raices distintas del polinomio caracteristico p4(A) = det(A — A). Queremos construir

2m soluciones linealmente independientes del sistema X' = AX a partir de p, donde m es la
multiplicidad de p en pa(A\) = det(AI — A).

Teorema 2 Sean A una matriz n X n con coeficientes reales, p un autovalor complejo (no real) de
A, y sea K un autovector (complejo) asociado a . Si

Z(t) = MK,

entonces
7= AZ.

Demostraciéon: Como K es un autovector asociado a p,
AK = uK.

Por otra parte,

es decir, Z'(t) = (e K) = A <e“t[?) — AZ. O

Observacion 1 De acuerdo con el teorema anterior, a partir de un autovalor complejo de A se
construye una “solucion” 7 del sistema X' = A)?, si A es una matriz n X n con coeficientes reales.
Sin embargo, las componentes de la funcion vectorial Z no son funciones a valores cuando p es un
numero complejo no real.



Teorema 3 Sea A una matriz n X n con coeficientes reales, p un autovalor complejo no real de A
y K un autovector asociado a p (K € C"). Entonces,

—

Xi(t) = Re <e“tﬁ> y  Xo(t) = Im <e“t[?>
son soluciones linealmente independientes del sistema X'= AX.

Demostracion: Dejamos como ejercicio para el lector demostrar que X y X, son soluciones del
sistema dado. Si el conJunto {Xl, Xg} fuese linealmente dependiente en Vj,, existiria un ¢ € R tal
que, por ejemplo, X, = cX,. Si hacemos

K=P+iQ vy w=a+bi,

con ﬁ, Q € R"y a,b € R, por hipétesis debemos tener que b # 0. Ademas, si ) = 0 entonces
K e R"y AK = AK € R", lo cual implicaria que A € R, pero esto no es posible. Por lo tanto,
@ # 0. Ahora bien, tenemos que

MK = elatib)t (13 = z@)
= et <I3 + zC})
= ™ (sen(bt) +icos(bt)) ( ﬁ)
= ¢ (sen(bt) — cos(bt) Q) (sen (bt)Q + cos(bt)P>
Esto nos dice que
Re (e”tl?> — e sen(bt) P — e cos(bt)@Q
Im <e“t[?> — e sen(bt)@ + e cos(bt) P.
Substituyendo las funciones )?1 y )Z'Q en )?1 = c)zg tenemos que
e sen(bt) P — e cos(bt)Q = X = cXs = ce™ sen(bt)@ + ce cos(bt)l5

T
y ahora, substituyendo los valores ¢t = 0 y t = —, se obtienen las ecuaciones

2b
G = P
e P = Q= P=cQ.
En consecuencia, —Cj =cP =c¢ Cj es decir, (c® + 1)@ = 0, de donde Cj = 0. Esto es una
contradiccién que viene de suponer que el conjunto {X7, Xg} es linealmente dependiente. ]

Ejemplo 4 Resolver el sistema de ecuaciones

¥ = x—2z,
y = 4y,
7 = y+2z



Solucion: El sistema se puede escribir con notacién matricial en la forma:

x 1 0 =2 T
Yy’ = 1 1 0 Y
2! 01 2 2
1 0 =2
Hallemos los autovalores de la matriz A = 11 0 . El polinomio caracteristico de A esta
01 2
dado por:
1—AX 0 —2
pa(d) = det(A-AD)=| 1 1-A 0 :(1_A)‘1—A 0 ‘_2'1 1—)\‘

0 1 2. o Ay

= (1=2)°2=A)=-N+42-5A=- AN -4\ +5)=-2((A—2)>+1)
= - MA—=2—-0)(A=2+1)
Asi, los autovalores son A\; =0, Ao =240y A3 = Ao.
Ahora hallamos los autovectores. Para A\; = 0: tenemos que
1 0 —2 a
(A-—MI)W=Av=| 1 1 0
01 2

a

con U = b |. Reduciendo la matriz a su forma escalonada obtenemos

-2

10 1 0 =2 1 0 =2
1 1 0 — 1 0 1 2 — 1 01 2
01 2 01 2 0 0 O
Por lo tanto, A% = 0 si, y sélo si,
1 0 =2 a 0 a— 2c 0 4 — 9
01 2 b |=10 ]| b+2c |=]|0 <:>{b___20
0 0 O c 0 0 0 N
a 2c 2
—iv=|b|=| -2 | = -2 |c
c c 1
2
Asi, un autovector asociado a A\; = 0 es —2 | vy, en consecuencia, tenemos una solucion dada
1
2 2
por Xi(t)=| -2 |e%=[ -2
1 1



Por otra parte, para el autovalor A = 24i: obtenemos el autovector resolviendo (A — (2 +4)I)7 = O:

—1—1 0 —2 1 —1—4 0 1 —1—4¢ 0
1 —1—4 0 — —1—1 0 -2 |1 — |1 0 =20 =2
0 1 —1 0 1 —1 0 1 —1
1 -1—4¢ 0 1 =1—4 0
— 0 1 -t | — 10 1 —1
0 1 —1 0 0 0
Asi,
1 —=1—4 0 a 0
A-2+))i1=0 = 0 1 —1 b |=10
0 0 0 c 0
a—(14+ib = 0 a = (1+4)b
< - < .
b—ic = 0 b = c
a -1+
= b | = ? c
c 1
-1+
Entonces, un autovalor asociado a Ay = 241 es 7 , con lo cual, tenemos dos soluciones
!
Xo(t) = Re(Z(t)) y X3(t) = Im(Z(t)), donde
‘ -1+ -1+
Z(t) = et i = e*(cost + isent) i
1 1
—cost —sent +icost —isent
= % —sent +¢cost
cost +isent
—cost —sent cost —sent
= % —sent + e cost
cost sent
—cost —sent cost —sent
Asi, Xo(t) = e* —sent v Xs(t) = e* cost . En suma, la solucién general
cost sent
del sistema esta dada por
. 2 —cost —sent cost —sent
Xt)=Cr | =2 | +Coe* —sent + Cae® cost
1 cost sent

O
Correcciones: Boris Iskra

May 13, 2008



